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1 Teorema di Cantor
Definizione Un insieme X e` infinito sse esiste una corrispondenza biuni-
voca tra X ed un suo sottoinsieme proprio.
Teorema L’insieme N dei numeri naturali e` infinito.
Definizione Un insieme X e` infinito numerabile sse esiste una corrispon-
denza biunivoca
f : N → X
In altri termini X e` infinito numerabile se tutti i suoi elementi possono
essere posti in successione, possono essere enumerati:
x0, x1, x2, x3, ..., xn, xn+1, .....
Esempi di insiemi infiniti numerabili L’insieme dei numeri pari, dei
numeri dispari, dei numeri primi. L’insieme degli interi. L’insieme delle
frazioni L’insieme dei numeri razionali. L’insieme delle successioni finite di
numeri naturali. L’insieme delle formule di un alfabeto numerabile.
Ci si puo` domandare se ogni insieme infinito sia sempre numerabile,
ovvero se l’unico tipo di infinita` sia quello dei numeri naturali. La risposta e`
negativa ed e` legata ad un semplice quanto fondamentale risultato di Georg
Cantor.
Definizione Gli insiemi infiniti che non sono numerabili sono detti piu` che
numerabili.
Teorema di Cantor Non esiste una corrispondenza biunivoca tra l’insieme
dei numeri naturali e l’intervallo aperto [0, 1] dei numeri reali.
Ne segue che non esiste una corrispondenza biunivoca tra l’insieme dei
numeri naturali e l’insieme R dei numeri reali.
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista una corrispondenza
biunivoca f : N −→ [0, 1] Sulla base di tale ipotesi i numeri reali dell’intervallo
[0, 1] possono essere enumerati:
1
r0
r1
r2
...
rk
rk+1
...
Ognuno di essi inoltre puo` essere scritto nella forma ”zero - virgola - suc-
cessione infinita di cifre decimali”, ad esempio 0, 3407804536..... Scriviamo
dunque ogni rk in questo modo (r
3
2, ad es., rappresenta la terza cifra decimale
del numero reale r2):
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formando cos`ı un quadrato infinito in basso e a destra. Consideriamo le cifre
che si trovano sulla diagonale del quadrato appena costruito:
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e sia d d il numero reale dell’intervallo [0,1] cos`ı definito:
d = 0, r00 r
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Definiamo ora un nuovo numero reale
2
c = 0, c1 c2 c3 c4 .......ck ck+1....
ponendo che ck = rkk + 1.
Facciamo la convenzione che quando rkk = 9, allora r
k
k + 1 = 0.
Poiche´ nella enumerazione di partenza abbiamo supposto di poter enu-
merare TUTTI i numeri reali dell’intervallo [0, 1] e c appartiene a tale in-
tervallo, c dovra` comparire ad un certo punto di tale enumerazione: sia
c = rk.
Ne segue che la k-esima cifra decimale di c deve coincidere con la k-esima
cifra decimale di rk, ovvero
ck = rkk
ma per definizione di c,
ck = rkk + 1
da cui
rkk = r
k
k + 1
ottenendo cos`ı una contraddizione.
Ne segue che l’ipotesi per assurdo per cui doveva esistere una corrispon-
denza biunivoca f : N −→ [0, 1] porta a contraddizione, quindi tale cor-
rispondenza non esiste.
Nota. Poiche´ esiste una corrispondenza biunivoca tra i numeri reali e
i numeri compresi nell’intervallo [0, 1] data dalla legge y = tang(x − 1/2),
l’insieme R dei reali e` della stessa cardinalita` dell’intervallo [0, 1].
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